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由 自 相 似 集 生成 强 分 离 图 递归 集 的 算法 ” 


邓 国 泰 1， WEE? 
(1 华中 师范 大 学 数学 与 统计 学 学 院 ， 武 汉 430079; 2- 武汉 工业 学 院 数 理科 学 系 ， 武 汉 430023) 
dB 要 : 本 文 讨论 了 由 自 相似 集 生成 图 递归 集 的 算法 。 利 用 辅助 函数 迭代 系 ， 针 对 压缩 率 的 为 整数 的 倒数 
和 数字 集 为 有 理 数 的 自 相似 集 ， 给 出 了 一 个 新 的 算法 ， 使 得 所 生成 的 图 递归 集 满足 强 分 离 条 件 。 
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We] > 1, (fi(z) = q^! (x 十 di)} 六 | 为 一 族 压缩 函数 系 (也 称 为 迭代 函数 系 (IFS))， 则 存在 
唯一 的 非 空 紧 集 全 = T(q,D) 一 称 之 为 IFS (f) N 4 的 吸引 子 或 自 相似 集 一 满足 了 = UY fT), 
ix E CE SED (di, da,--- ,dn}。 称 一 个 IFS 或 自 相 似 集 满足 开 集 条 件 (OSC) 如 果 存 在 一 个 
开 集 O 使 得 对 于 任意 i 有 fi(O) C O， 且 对 于 i 关 7 有 fi(0)n f;(0) = 0. 

对 于 自 相 似 集 lr-， 如 果 它 不 满足 开 集 条 件 ， 则 计算 它 的 分 形 维 数 (Hausdorf 维 数 ) 是 很 
困难 的 。 当 它 满足 开 集 条 件 时 其 维 数 是 in NW/lng， 但 是 如 何 判 断 一 个 IFS 或 自 相 似 集 是 否 
满足 开 集 条 件 又 是 另 一 件 非常 困难 的 事情 ， 即 使 一 个 IFS 满 足 OSC， 也 很 难 寻 找到 OSC 中 
的 开 集 。 由 文献 [ 绅 的 思想 ， 我 们 针对 数字 集 DD 为 有 理 数 的 情形 ， 我 们 给 出 了 一 个 新 的 计 
AT = T(g, D) 维 数 的 方法 ， 该 算法 生成 的 图 递归 集 满足 强 分 离 条 件 。 据 我 们 所 知 ， 如 果 没 有 
有 理 数 的 条 件 ， 目 前 还 没有 一 个 一 般 的 方法 去 计算 人 的 维 数 。 

定理 1 WDcQHdmT < 1， 则 存在 满足 强 分 离 条 件 的 图 递归 集 {T;}?-，,， 使 得 区 = 
T(q, D). 


2 满足 强 分 离 条 件 的 图 递归 集 
设 i 
(n iera, 


是 一 个 以 了 -T(qD)AUSETRIIFS, K'PD = {di,d2,… du), JF Ba > 1 为 整数 。 
为 可 以 进行 线性 变换 ， 所 以 可 以 假定 0 = di < d «- «dy = gq 一 1， 则 对 于 任意 i 
有 fi([0,1]) c 0,1]: T H0,1e T. 

RG = (VE) —4 BE, ZEV = {1,2,… ,N} 为 顶点 集 ， 忆 为 有 向 边 回 。 一 般 
假定 每 个 顶点 至 少 有 一 个 出 边 ， 对 任意 的 e € EB， 存 在 一 个 压缩 率 为 p & (0,1) 的 相似 压 
WRI fe: 民  R. REFS G' 表示 标识 了 相似 映射 疡 的 有 向 图 G， 也 称 其 为 有 向 迭代 函数 
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系 (GIFS)， 而 图 G 称 为 G* WER. $ Ej; = (ee E: e AMA SITE j) 29 PUT TIUS d 到顶 
Ri BEES, METE- -DERZEIT A. f 


N 
Ti xi U U 人 (77)， 
了 =1 e€ Ei; 
称 这 些 集合 Up 为 图 递归 集 ， 如 果 这 些 等 式 的 右边 并 是 不 交 并 ， 则 称 该 GIFS RE (T;) 满足 强 
分 离 条 件 ($SSC)。 显 然 当 六 仅 含 有 一 个 顶点 时 ，G* 就 退化 为 普通 的 IFS。 
id QR = (,2,--, NY, Oy = Ug gk, AWEN, = 0. WR, D ek, WA, REX 
ANA D M h KNER., WRI = (uda, ip) E€ Q% Bhd 


fi = fi o fi, oo fips d; = di, + Adi, , ce + A*-ld;,, 


约定 fg = Id 为 恒 等 映 射 。Q, Qo 也 类 似 定义 。 
令 ITE Qk， 记 T= f(T)， 同 时 定义 了 的 领域 为 


四 = (I :存在 {= 了 1,… ,I 一 J} CQK 使 得 Ur Tr, 连通 }. 


下 面 我 们 利用 归纳 法 从 [ 史 中 构 造 一 个 子 集 U(I)。 首 先 , 9I = min(':dp <d, L€ 
[了 ]}。 如 果 已 经 挑选 了 ,及 ,… ,五 ， 则 挑选 第 nw 十 1 元 yi = min(I' € I] : dr, < dp). K 
为 胡 为 有 限 集 ， 从 而 上 述 挑选 在 有 限 步 完成 步骤 。 最 后 令 (站 为 所 选 元 的 并 集 。 显 然 ， 对 于 
任意 的 天 I' e Oy, ZAU =U), €AU(I)nU()-9, BRA UU) cH 

令 

[o0 = zc+i-D} 
HAARET =T, C) = [0,1] 2 T, REC = {0,1,… ,4 一 1}。 注 意 到 {Tj := g;(TD):J€ 
QE 9 形成 工 一 个 完全 网 前 分 。 令 
Sk = {J EQt:gAT NT) #0, TER}, S= UR Sk- 
从 文献 和 可 知 
T=N UT. 
k=1 JESk 
不 难 验证 对 于 任意 Je Sk, I € Ok, AA fT) NAg) #0 S di 一 cy € (1,1). ff 
号 A(J) 定义 为 
A(J) = {dr — ej : € Oi, fi(T?) ngo(T?) z 0). 

因为 卫 仅 包含 有 理 数 ， 集 族 {A(J) £0:J e Q3} 为 有 限 集 ， 简 记 其 为 


令 
a(J, k) = U Dj 
J'cQ5, JJ'€Sy yx 
AP 的 大 阶 子 区 间 。 以 下 命题 很 容易 验证 ， 在 此 省 略 其 证 明 。 
命题 1 对 于 任意 Je S RMA a(k +1) C alJ, k) ANRl, k) = TAT. 3E— 
zb. TOT 的 直径 为 正 数 。 
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命题 2 对 于 任意 .Je 95， 若 a(J 也 有 不 连通 ， 则 a(J ET 1) 不 连通 。 

为 了 得 到 定理 1 的 证 明 ， 下 面 先 证 明 几 个 引 理 。 

23814 ”如果 A(J) =A), WIXETPHPHiEjzq HA(Jj)-^A(!j). 

引 理 2 #dimT < 1, D C Q， 则 存在 常数 Ni > 0， 使 得 任意 J c STik > Ni, 
有 a(J, k) 不 连通 。 

证 明 假设 结论 错误 ， 由 命题 2 知 ， 存 在 J 使 得 对 所 有 kk，a(J,k) 连通 。 首 先 假定 了 取 自 


(Jj := min(J : A(J) = A(L;)}} a 


这 里 的 序 是 字典 序 。 令 a = min(T QT), b = max(T aT). diri 15058 o(J, k) 的 连通 性 ， 
5f [a,b] CTATj， 所 以 工 的 维 数 不 小 于 1， 这 与 dim T < 开 矛 盾 。 从 而 对 于 每 个 0< 7 < m， 均 
存在 局， 使 得 对 于 所 有 大 > k;， 集 a(Jj,k) 是 不 连通 的 。 令 Ni = max{kj : 0 € j € mp, MX 
所 有 上 > NM So(J, 各 都 是 不 连通 的 。 其 次 ， 假 定 J € 83， 此 时 存在 7 使 得 A(J) = A(J;)。 
由 于 Qa(J',k) 和 a(Jj,k) 是 自 相 似 的 ， 知 当 k > Ni BI. o(J', k) 不 连通 。 

定义 7 的 邻 域 


V(J) = (J' : FE {J = 4,44, s Jn = J') C Sx 使 得 Uf, T, XE]. 


Ty = U Tr, vm = U Py. 
I'eU() J'ev(J) 
71333 #dimT < 1, D CQ， 则 存在 常数 No, [ETHSREV(J) E & & 8 Na 个 元 素 ， 这 
JES 
证 明 4 N,—3q^, IP NM 由 引 理 2 所 给 出 。 假 设 结论 错误 ， 则 存在 


V(J) T Ub Ja Jkh 


使 得 KE > N2。 设 |J| 的 长 度 为 !。 注 意 到 对 于 每 个 k > 0, Ak = {T3 :J € S) 中 的 区 间 内 部 是 
HAER. Tv) 的 长 度 为 be- > 3g-!+ 各 ， 而 对 于 任意 的 € Sj v Dp 的 长 度 为 qi 各， 
从 而 由 抽 层 原则 可 知 至 少 存在 一 个 J € Sno EET C Tve $A = {L e V(J): 
ro NAT: Z0), Bo(J', Ni) 的 定义 知 


a(J', M) 2 [J T; » T, 
LEA 
但 这 与 o (J^, N) 不 连通 矛盾 。 

WECON. 定义 dp = {dr :Te Ep, BIsgS A(I]) A ACE) = (d;—min(dg) : J € E}, 
EAA) = A(V(7))。 下 面 我 们 证 明 集 {A(U(71)) : I € Q%} 为 有 限 集 ， 这 样 以 其 元 素 为 顶点 
就 可 以 构造 一 个 图 递归 集 来 重 构 自 相似 集 了 ， 而 且 该 图 递归 集 满足 强 分 离 条 件 。 

引 理 4 fBdmT«c«l1HDcQ, M (A(U(D)) AARE. 

证 明 对 于 任意 Te QN， 记 = | 了 1， 存在 J Ee Sk EA 


1 Cmin ? ax 十 1 
[min(Tuy), max(Tgray)] = Toin C Tv = E + 
于 是 由 引 理 3 知 

A(U()) c [0,a c [0,a™), 
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这 里 c = cmax(v(J)) — Cnin(v(J)» 因为 d; 都 是 有 理 数 ， 从 而 存在 整数 p， 使 得 pD C Z。 因 
JE pA(U(I)) C (0, p] n Z, 3X4 8I HAU): DE Oy) < 22p4 31, 
引 理 5 设 
UD = Usb, ch (T) = i RR) CON. 
id 
di, = min(dy(r), dr = min(du(r). 


如 果 A(U(D) = A(U(I), MAF m, n < k 和 1 < i jN, TinTr; 40, 84 
T Tp inTp; Z0. 进一步 ,对 于 1 < m < k, IA drini- dni = dri- drie 

证 明 ”如果 我 们 证 明了 前 面 的 结论 ， 那 么 引 理 后 面 的 结论 就 自然 成 立 。 因 此 我 们 只 证 前 面 
的 结论 。 注 意 到 由 A(V(D) AAU) 的 定义 可 以 得 到 以 下 事实 


dr — dr, = (dr,, — dr) — (dr, —di,) = (dr, — d.) — (dr, — dij) = dr, — dr; 

Big A(U(I)) = A(U(I?)). PAn 
T, iTi; Z0 e dri dri €1« adr, di — adr, - dj| < 1 
€ ladr, + di — adr, — dj| < 1 & Tr, i Tr; ; 7 D. 

推论 1 4x 
U) = {Uio U()-UD C. 
AR A(U(I)) = A(C(T))， 那 么 
S(wu90:1mxk1sisN) -4(Tugu,9:1 mx k1&ix Nj 


B. A(U(I.i)) = A(U(I2,3)). 

定理 1 的 证 了 明 利用 引 理 4 和 推论 1 从 {A(T(OD) : 1 € OS) = (A(U]) : TE QW} 中 构造 出 
一 个 满足 定理 要 求 的 图 递归 集 。 因 为 {A([]) :Te QOX}+ 是 有 限 集 ， 从 而 其 可 记 为 {A( 四 )} = 
{A(Do),A(Lo)，……,A(Lm])}， 这 个 被 定义 为 基 图 的 顶点 


V = (A((0)) = (0) U (A(U(IJ)) :1 <i < k} = [oo ,Um}. 
HAE = (E) y 定义 为 
Ej = (min(du(r4)) : A(U(I)) Sa A(U (I'k)), I! € U(Ii), 1 < k < N}. 


从 推论 1 可 知 ， 上 述 定义 是 合理 的 。 显 然 如 果 j 关 7 MEy A Ey —0. 
基 图 G = (V,E) 边 e 上 的 压缩 映射 定义 为 6%;(z) = q(r-e) Sec EB; 790. 由 文 
献 [3,4] 知 ， 可 得 唯一 一 个 非 空 紧 集 列 (To =T, y, ,Tm}， 满 足 


n=U U $50) 0<i<m. 


7=0 e€Ei; 


而 由 (7;) o 的 结构 可 知 GIFS (9$; 满足 SSC。 
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3 ”算法 和 例子 


从 定理 1 可 得 如 下 算法 。 
1) W={0}, k=1。 2) $V ={A(): IE} 
3) XiWWVo Z0, Mk=k+1, Vo—- Vi, 1&2). 
4) 记 m 为 六 的 长 度 对 于 1 <i,j<m, * 
Eij = [min(dpr4)) : A(U(1;)) 一 A(U (1'k)), I' € U(1), 1l1<k< N}; 
ux) 一 qt (z +e), Fec Eij z 0. 
例 1 3X4-5,7,-—(0,16/5,4), W{T =T, T - TU(T + 5/4)} 为 满足 SSC 的 图 递归 
集 。 
证 明 ” 按 算 法 计算 ， 迭 代 二 次 可 得 顶点 集 为 V = {{0},{0,4/5}}，GIFS 为 


5 16 5 32 


图 递归 集 为 { 们 =T, Tj = TU (T+5/4)}。 此 时 由 文献 [1] 可 求 得 其 维 数 为 


In(3 + V5) 一 In2 
jn5 











dimy T; == 
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An Algorithm to Generate Directed-graph Sets with the SSC from 
Self-similar Sets 


DENG Guo-tai!, LIU Chun-tai? 


(1- College of Mathematics and Statistics, Huazhong Normal University, Wuhan 430079; 

2- Department of Mathematics and Physics, Wuhan Polytechnic University, Wuhan 430023) 
Abstract: This paper discusses an algorithm to generate graph-directed sets from a self-similar set. 
Based on auxiliary iterated function systems, we give a new algorithm which can deal with a self- 
similar set whose compression ratio is a reciprocal of some positive integer and all entries of the digit 
set are rational numbers. Moreover, we prove that the generated graph-directed sets satisfy the strong 
separation condition. 
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